Aufgabe 1:  Rekursive Multiplikation {2+3+3+] Punkte)

Wir betrachten einen rekursiven Algorithmus zur Multiplikation zweier natlirlicher Zahlen a
und b, welche durch die Ziffernfolgen a = aaq ... 01 und b = bay .. by eur Basis k dargestellt
seien. Der Algorithmus teilt dic Zablen in jeweils zwei Halften

O = By - .- Op+1 und 4=y ...04 SOWIE
hll_:bip_...‘t‘ﬂ_-i U.l'il.'l. }":: 't'vl...hl_..

sodass sie sich als a = ap, - k™ + oy und b = by, - K™ + by darstellen lassen.

Dras Ausmultiplizieren filhet auf
o:b=(ay:-k"+a)(by k" +q) = |:I|-.|:I'|-,k:|'-| + [apby + oy by K™ + oy by
Lrurch eine dquivalente Umfbormung erhadll man
apby + agby = (ap + ag){by + B — apby —agby,
was in die obige Gleichung eingesetet schlicBlich auf
a-b=apbp k™ + (lay + oy} (b + byl — apby, —agby k™ + agly

fiihet. Da die Multiplikation mit Potenzen zur Basis k effizient durch einfache Verschiebungen
realisiert werden kann, miissen hier im Wesentlichen nur noch jeweils drei Produkte

Ti=apby, Tr=mby,  Ta=(lap+a)iby +)
rekursiv berechnet werden, verkniipft mittels Verschiebe- und Additionsoperationen:
a-b=T " 4 (T —Ta)- k" + T

(a) Berechnen Sie mittels der vorgegeben Vorschift 1205 - 6102. Wenden Sie die Febursi-

msvorschrift solange an, bis die 20 multiplizierenden Zahlen einstellig sind.
(b} Uberflihren Sie die oben beschriebene ldee in einen Pseudocode.

{c} Bestimmen Sie eine rekursive Darstellung der Laulzeil dieses Algorithmus. Uberflihren
Sie diese anschliefend mittels des Master-Theorems in eine nicht-rekursive Form.
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Theorem
Seien a > 1, b > 1 und d € N Konstanten, f : Ng — R eine asymptotisch
positive Funktion und die Funktion T erfiille die Rekursionsgleichung
-r-l

e falls n < d
Tin) = {aT(n;’b) + f(n) sonst

~ N S8 | I
- U—H— o J E wobei n/b als entweder |n/b| oder [n/b]| zu interpretieren ist.

W\ Es sei £ := log, a.
TRy S

Rann kann T asymptotisch wi folgt beschrankt werden
&(m\: C-w QO(W\\Q (‘m ;j

@ (1) Ist f(n) = O(n"~%) fiir ein = > 0, so gilt T(n) = ©(n").
@ (2) Ist f(n) = ©(n"), so gilt T(n) = O(n"logn).

@ (3) Ist f(n) = Q(n"**°) fiir ein = > 0 und gilt a- f(n/b) < c - f(n) fiir eine
Konstante ¢ < 1 und alle hinreichend groBen n, so gilt T(n) = ©(f(n))
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(d) Ein eifriger Student meint, dieses rekursive Verfahren verbessern zu kénnen, indem er
die Zahlen nun in jeweils vier méglichst gleich lange Teile aufteilt, statt in zwei. Seine
neue Berechnung zeigt, dass er so (neben Additionen und Verschiebungen) sieben
rekursive Multiplikationen braucht. Hat der Student mit seiner Behauptung recht?
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R-U"a\.lv q_ @ (3) Ist f(n) = Q(n"™*) fiir ein = > 0 und gilt a- f(n/b) < c - f(n) fiir eine
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Ty = apby, T = qiby, T3 = (ay + ay)(by, +by)

ekursiv berechnet werden, verknipft mttels Verschiebe- und Additionsoperationen:

a-b=T- K"+ (G- —-5)-k"+ T
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